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1) Objectifs.

| La statique est I'’étude des solides a I’équilibre (au repos).
Nous allons déterminer (a partir d’'une action connue comme la pesanteur, I'action d’'un ressort...) les autres
actions mécanigues inconnues (actions de liaison...) exercées au sein du mécanisme, pour par la suite
dimensionner différentes pieces telles que :
¢ les éléments constituants les liaisons (coussinet, paliers lisses, roulements,...)
¢ les actionneurs (vérin ou moteur)...

2) Schéma d’architecture et graphe de structure.
21) Différence entre schéma cinématique et schéma d’architecture.

Schéma cinématique Schéma d’architecture
la cinématique du mécanisme I'architecture du mécanisme
Permet de (c’est & dire les mouvements relatifs (c'est-a-dire la disposition des liaisons)
visualiser des différentes = il colle a la réalité technologique puisqu’il
classes d'équivalence) tient compte du choix des constituants adoptés
Est destiné au . . . des torseurs d’action mécanique
de la loi entrée-sortie o e o
calcul transmissible par les différentes liaisons
Est cs:r?itrrwt a du graphe de liaison du graphe de structure

22) Exemple de la commande d’une table en translation.

On désire commander une table 2 (en translation rectiligne de direction X par rapport & un bati 0) a I'aide

d’un systéme de transformation de mouvement vis/écrou (ol la vis 1 est en rotation d’axe (O,X) par rapport
au bati 0).

a) Graphe de liaisons et schéma cinématique.

graphe de liaison schéma cinématique
2
Helicoidale e
d'axe (O,;) - 1
Pivot d’axe ra
(©.%) b=\ ~—~] - _
0 X
Glissiere de .
direction ; —':I—‘t
.0

NB : Un graphe de liaison ne comporte jamais de liaison en parallele. =

b) Choix technologique influant sur la nature des liaisons.

On envisage de réaliser :
¢ la liaison glissiére par association en parallele, entre la table et le bati, de quatre douilles a billes
glissant sur deux tiges cylindriques paralleles, modélisables par des liaisons linéaires annulaires,
¢ la liaison pivot par association en paralléle, entre la vis et le bati, de deux roulements a billes situés a
chaque extrémité de la vis, modélisables, I'un par une liaison rotule et I'autre par une liaison linéaire
annulaire.
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c) Graphe de structure et schéma d’architecture.
graphe de structure schéma d’architecture
®) A 2

Croteur 1 Hélicoidale |

d’axe (O, ;()

Rrésistan t—2

Rotule de Lin. annulaire de centre

centre |

J et de direction ;

Lin. annulaire de centre

®

A et de direction ;

(2) e 0 1
Lin. annulaire de centre Rpesﬁz _ /
Ret de direction X AT /
) = - —— /—()
Lin. annulaire de centre Rres—2 C / D’ 7
C et de direction X 1 /
2 )
Lin. annulaire de centre : {
° B

D et de direction X

Sur le graphe de structure et sur le schéma d’architecture, figurent :
- toutes les liaisons élémentaires (ou locales) se situant dans les zones de guidage,

En vue d’'une étude statique, il faut rajouter :
- les actions mécaniques extérieures au mécanisme et les actions a distance (notamment la pesanteur),
- le nombre d’'inconnus de liaison pour chaque liaison.

3) Extérieur et intérieur d’'un systeme isolé.
31) Définition d’un systeme isolé.

Un préalable a toute étude statique, est l'isolement du systéeme matériel étudié.

On définit une frontiére fictive qui englobe tout le systéme isolé.

On définit ainsi un milieu intérieur et un milieu extérieur au systéme isolé.

Le systeme isolé pourra étre un solide, une portion de solide, un ensemble de solides, le mécanisme entier...

32) Actions Mécaniques intérieures et extérieures.

On appelle actions extérieures sur I'ensemble isolé, toutes les actions exercées par :
un élément (solide, fluide, ressort...) n'appartenant pas au systéme isolé SUR un élément du systéme isolé.

On appelle actions intérieures sur 'ensemble isolé, toutes les actions exercées par :
un élément (solide, fluide, ressort...) du systéme isolé SUR un autre élément du systéme isolé.

NB : Les actions mécaniques intérieures ne seront pas prises en compte dans I'application du principe fondamental de la statique.

On utilise le graphe de structure pour déterminer rapidement les AM extérieures et intérieures.
Exemple par rapport au graphe de structure ci-dessus de la table :

En isolant {1} les AM extérieures sur {1} sont: AMde2—1

AMdeO0O—1end
AMdeO—1lenl
AM du moteur — 1

Remarque : Si nous avions isolé {l2}, AM de 2 — 1 serait une action intérieure a {lZ}.
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4) Repere Galiléen.

On appelle repere galiléen en Sl :

e tout repére fixe (sans mouvement) par rapport a la Terre,
e Ou tout repere en mouvement de translation rectiligne (sa trajectoire est une droite) et
uniforme (sa vitesse est constante) par rapport a la Terre.

5) Principe Fondamental de |la Statique (PFS).

Traduction torsorielle du PFS (=1 équation torsorielle).

La condition nécessaire pour qu’un systtme matériel S soit en équilibre par rapport a un repére galiléen
est que la somme des torseurs des actions mécaniques extérieures a S soit nulle :

exemple : {T3—>s }+ {T12—>s }+ {T4—>s }= {0}

> {Ts_ s )= 0}

Traduction vectoriel du PFS (=2 équations vectorielles).
Il faut nécessairement exprimer les torseurs au méme point.

Théoréme de la résultante statique::

Théoréme du moment statique :

ZR§—>S =0
ZMQ,§—>S =0

-

exemple : R3_,g +R12_,5 +R4_,5 =0

-

exemple : Mg 3_,5 +Mg12,5 +Mg 45 =0

Traduction scalaire du PFS pour un systeme spatial (=6 équations scalaires).

I faut exprimer les
composantes algébriques
des torseurs dans la
méme base (X, Y, 2) :

Zx§—>5 =0

ZY§—>S =0

ZZ§—>S =0

ZLQ,§—>S =0
ZMQ,§—>S =0
ZNQ,§—>S =0

exemple :

X355+ X1255 + X455 =0
Y355+ Y1255+ Y455 =0

Z3 35 +Z1255s + 2455 =0
Los—s tLgiz—s tLga—s =0

Mg3—s +Mgi2s +Mgss =0
Ng3—s +Ngi12s +Ngs—s =0

Traduction scalaire du PFS pour un systeme plan (=3 équations scalaires).

On peut admettre qu’'un mécanisme est « plan », si ;
e la géométrie des liaisons d'un systeme matériel présente un plan de symétrie,
¢ les AM extérieures exercées sur ce systeme sont symétriques par rapport a ce plan, c’est a dire que :
- les résultantes des AM extérieures sont paralléles au plan de symétrie,
- les moments des AM extérieures sont perpendiculaires au plan de symétrie.

o

Pour un systeme plan

parallélement au plan (O,;,;/),

tous les torseurs ont leurs
composantes Z, L et M nulles :

Xi—>S 0
{Tias}: Yiss 0
VPe(0,x,y) Np s (%.3,2)

Le PFS ne fournira qu'un maximum de 3 équations significatives, a

savoir pour le théoréme :

o de la résultante statique :

e du moment statique

1 équation en projection sur x
1 équation en projection sury
1 équation en projection sur z

On aurait le méme raisonnement pour les systemes plan (O, x,z) et (O,Y,2).
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NB : les seuls modéles de liaison que I'on trouvera avec I'hypothése probléme plan sont :

Représentation

plane Validité de la
= forme
Nom y générale Modélisation par les torseurs Modélisation par les torseurs
des Torseurs (écriture en colonne) (écriture en ligne)
_~lo - dans le plan
VA X (Oxyy)
Tout point A du
plan
0 3 -
el Mais attention, Y .
G!ISSI.eI’e dae les valeurs des { zﬁl}: Yzﬁl {T2_>1}: s y_,
direction X composantes ne Na2_51.Z
sont pas A - NA,2—>1 (%,y,2) A '
forcément o
égales...
X211 _
Pivot d’axe {T }: Ro_g
- En O 251 Yo1 251 =
(0,2) 0 ol O
o - (X,¥,2)
Ponctuelle de Tout point A de
. lanormale
point de or
contact O et ©y) 0 _ v. .3
de normae saeen Dok o | {Gap Y
(ou alors sphére- - VPe(A.
blan de point de composantes ne vPe(Ay) L — 0 (%9.3) (AY)
contact O et de sont pas
le v forcément
normale y ) égales...

6) Z{Textes}: 10} condition nécessaire mais pas suffisante.

Exemple d’une paire de ciseaux :

zttesh - (5 i,

EICR

Donc Z{Text_>5}= {O} n'est pas une condition suffisante pour

imposer I'équilibre.

Equilibre de S ; Z{Textﬁs}z {o}

7) Théoreme des actions réciproques.

Soit un solide S composé de 2 sous-ensembles S1 et S2 en équilibre.

S en équilibre =
S1 en équilibre =
S2 en équilibre =
L'équation (1)-(2)-(3) =

- {Ts2—>51}— {T31—>s2}= o} =

Ts o f=10)

{T§1—>51}= {o} = {T§—>31
{Tﬁesz}: {o} = {T§—>sz

{T§—>81}+ {Téesz}= P}y o

}+ {TSZ%S].}: b} @
}+ {T31—>52 }= I E)

{T82—>Sl}= _{T81—>82 }
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8) Particularités des solides soumis qu’a des glisseurs.

Soit un solide soumis a des actions mécaniques modélisées par des torseurs glisseurs.
Par abus de langage on dira « solide soumis a des glisseurs » pour « solide soumis a des actions
mécaniques modélisées par des torseurs glisseurs ».

81) Solide soumis a 2 glisseurs.

Soit un solide S en équilibre sous l'action de 2 glisseurs A1_,g et Bo_,g passant respectivement par A et B.
L'application du PFS se traduit par :

Le théoréme de la résultante statique : Le théoréme du moment statigue en A :
A1,s +Bo s =0 Ma1ss +Mpao s =0
= Ar,s =Bass = %S +Mg2 s + ABABo ;5 =0

= Les 2 glisseurs sont opposés (méme norme,

méme direction, sens contraire) = AB et By ,g colinéaires

Or By_,g passe par B

= ladroite d’action de B,_,g est (AB)

(méme démonstration pour Aq_,g )

Bilan :
Si un systeme est en équilibre sous I'action de 2 glisseurs alors ces
2 glisseurs :

e sont opposés (méme norme, méme direction, sens contraire), Baos
e et ont méme droite d’action (passant par les points d’application).

Aiss

82) Solide soumis a 3 glisseurs.

Soit un solide S en équilibre sous I'action de 3 glisseurs A1_,g , Bo_,g et C3_,g passant respectivement

par A, B et C.
L'application du PFS se traduit par :

L ; . A
Le théoréme de la résultante statigue : 1-8

Ca s

A1ss +B2 ;5 +C3 5 =0
= La somme vectorielle des 3 glisseurs est nulle

Boss

Le théoréme du moment statique en A :

Ma15s *Ma2 s +Ma3 55 =0

< - RN -
= % +%3+AB/\BZ_>S +%S +ACAC3,g =0

= AB/\BZ%S +AC/\C3%S =0

= ABA By g = ~AC A C3.,5  (les 2 vecteurs sont opposés)

Or le vecteur AB A B,_,g est perpendiculaire au plan (E,Bz_ﬁ)

et le vecteur AC A C3_,g est perpendiculaire au plan (E,C3_>S)

= les glisseurs B,_,g et C3_,g sontdans le plan (ABC)

(méme démonstration pour Aq_g )

= les glisseurs Ay_,5, Bo_,g et C3_,g sontcoplanaires
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1% cas : Si 2 glisseurs sont concourants alors le 3°™ I’est aussi au méme point.

Soit | le point d'intersection de Aj_,g et Bo_,g .
Le théoréme du moment statigue en | :

—

Mj15s +Mijos + M35 =0

= Mas5s +M1%s +%s +|Ey’B§%s +%s +ICAC3,5=0 e

= IC et C3_,g colinéaires

Bos

Or C3_,g passe par C

= la droite d’action de C3_,g passe également par |

= les 3 glisseurs sont concourants en un méme point Arss
2°M° cas : Si 2 glisseurs sont paralléles alors le 3°™° I’est aussi.

Si Ai_,5 et Bo_,g sont paralleles, Cs.s

I'équation de la résultante statique montre que «

C3_,g est parallele aux 2 autres
= les 3 glisseurs sont paralléles

Boss

Bilan.

Si un systeme est en équilibre sous I'action de 3 glisseurs alors ces 3 glisseurs sont :
e coplanaires,
e concourants ou paralléles,
e de somme vectorielle nulle.

Pour des glisseurs paralléles, on utilisera de préférence une résolution analytique en utilisant le
théoréme du moment statique et en calculant le moment par la méthode du bras de levier.

83) Solide soumis a 4 glisseurs.
Avec 2 glisseurs complétement connus et 1 droite d’action connue.

Déterminer la résultante R des 2 glisseurs complétement connus, pour se ramener a un probléme a 3 glisseurs.
Fad

R # (3
&= =

eyl

/ f

Avec 1 glisseur complétement connu et toutes les droites d’action connues.

Grouper les glisseurs 2 a 2, pour se ramener a un probléme a 2 glisseurs R et R, opposés ayant la méme droite d’action.

|
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9) Notion d’arc-boutement.

Deux solides en contact sont dits arc-boutés I'un sur I'autre, sous |'effet d’actions mécaniques, si les deux
solides restent immobiles I'un par rapport a I'autre, quelle que soit I'intensité de ces actions mécaniques.

Exemple d'un crayon contre une table

Un crayon 2 est appuyé contre le plan (n) d'une table 1 par le doigt d'une
main. Si on néglige son poids, le crayon est en équilibre sous I'action de
deux glisseurs opposés de droite d’'action (AB).

Si l'inclinaison o, de I'axe du crayon reste inférieure a I'angle d’adhérence
limite ¢, entre la mine et la table, alors la mine du crayon ne glissera pas
sur la table, quelle que soit I'intensité F de I'action exercée par le doigt.

Exemple d'une échelle contre un mur RG —2)
Une échelle 2, de centre de gravité G et de poids P, repose sur le sol 1 au
point A et appuie contre le mur 3 au point B.

On suppose le contact en B sans frottement et en A avec frottement.

R(3—2)
1

R(1=2)\ | -P¥

L'échelle est en équilibre sous I'action de trois glisseurs. 3

- en A : glisseur inconnu Ry_,o ,

- en B : glisseur R3_,, de droite d’action normale au plan tangent,

2
- en G : poids P connu. 9z
R3_,» et P étant concourants au point I, Rq_,» a pour droite d’action T _—
e . . . AT -
(Al). Si linclinaison o de ce glisseur par rapport a la verticale reste 7A N X

inférieure a I'angle d’adhérence limite ¢, I'échelle reste en équilibre quel
gue soit son poids.

10) Démarche de résolution.

Etape 1: Isoler.
Isoler un systéme matériel rendant extérieure(s) la(les) action(s) mécanique(s) connue(s) tout en choisissant

un isolement qui peut étre résolu. X —
NB : On n’isole JAMAIS le béti.

Etape 2 : BAME.
Réaliser le Bilan des Actions Mécaniques Extérieures (BAME) appliquées a ce systeme.

Etape 3 : Modéliser.
Choisir la modélisation des AM adéquate. Soit par :

a) des torseurs dans une écriture en colonne (pour déterminer TOUS les inconnus de liaison),

b) des torseurs dans une écriture en ligne (pour déterminer une loi entrée-sortie statique),

c) des glisseurs (pour déterminer les AM graphiquement).

Etape 4 : Résoudre en appliquant les bons théorémes.
Selon la modélisation choisie (a, b ou c), résoudre en appliquant :

a) le PFS: Z{Tg_)s}z {O} en ayant pris soin auparavant d'exprimer AU MEME POINT les torseurs,

b) les théorémes de la résultante statique ou/et du moment statique,

c) les théoremes d’'un solide soumis a 2 ou 3 glisseurs.

MPSI-PCSI Sciences Industrielles pour I'lngénieur S. Génouél 13/05/2010



Cours 08 - Statique des solides

Page 10/10

1) Isolons {1}.

2) Bilan des Actions Mécaniqgues Extérieures (BAME) sur {1}.

- Action mécanique de 2 sur 1 (pivot d’axe (A,E))

- Action mécanique de 3 sur 1

(ponctuelle de centre B et de normale V)

3) Modélisables par :

4) Résolution :

Si systeme dans I'espace :
X251 Lazoi

{T2—>1}= Yo51 Ma2os1

A £4251 0 (%,Y,2)

1/Mettre les torseurs au méme point et
dans la méme base.

0 0 Choisir A car il est plus facile de déplacer
{T3_>1}= Y31 O AM de 3—1 que 'AM de 2—1.
-~ 0 ol ... Donc :
VPe(B,y) (x,¥,2) —
a) Les Ma3—1=Mg31+ABAR3 3
torseurs .
(écriture en | Ou si présence d’un probléme plan (A,X,Y) :
colonne)
X1 —
{r2_>1}= Yo _ 2/Puis appliquer le PFS : Z{Ti_n}: {o}
ol ... qui donnera :
AL~ xy.2) - 6 équations scalaires (dans I'espace)
0 _ - 3 équations scalaires (dans le plan)
{T3—>1}: Y31 _
ween! - Ywya
Si systeme dans I’espace X
{T2_>1}= avec MA'2_>1.E =0
MA 2551 _ o
R Pour la loi entrée-sortie, il faut s’appuyer
{T3+l}: {Y3:>1'y} sur Ma2_,1.2 =0, c’est a dire appliquer
b) Les VPe(B,y) 0 directement le théoreme du moment
torseurs statique en A en projection suivant z :

(&criture en
ligne)

Ou si présence d’un probléme plan (A,;(.&/’) :

- ]
(L5 )

Y3?1-Y}

vpe(B,f/){ 0

Z MA,i—)l'Z =0

donc ici

. MA’2_>1.Z + MA,3%1'Z =0

soit MA,S%l'Z =0

UNIQUEMENT pour un probléme plan (A, ;9)

le glisseur A,_,1 passant par A

{1} est en équilibre sous I'action de 2
glisseurs alors ces 2 glisseurs :

c) Les _ e sont opposés (Méme norme, méme
glisseurs le glisseur B3_,; passant par B direction, sens contraire),
NB: A,_,; et Bz_,; sontles 2résultantes R, ,; et Rz e et ont méme droite d’action (passant
des torseurs glisseurs de 2—1 en A et 3—1 en B. par les points d’application).
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