13 TD Corrigé - Géométrie des masses (matrice d'inertie) CPGE MP

Chargeur d’outils de MOCN - Corrigé

Q.1. L’ensemble 2 = bras pivotant S + deux outils E montés symétriqguement posséde deux plans de

A 0O
symetrie perpendiculaires — la matrice d’inertie de I’ensemble est diagonale — Ig (2) =

L

On décompose en solides élémentaires

VAN

la matrice d’inertie de la plaque de centre de gravité O; | Un outil + son porte outil constitue

est: I’ensemble E de centre de gravité G et sa
m—S.(bz +C2) 0 0 matrice d’inertie est :
12
o, (S) = 0 m—S.(e2+b2) 0 _ [lex 0 O
' 12 GE)= | 0 gy O
Ms ( 2 2)
0 0 — (c“ +e 0 0 Ig
o, 12 (b) G Z/(b1)
b, est ici base principale. Il faut transporter la matrice d’inertie en

O1 pour faire 1’assemblage.
lo, (E) =Ig(E)+lp (Mg —G)
(Seuls les termes diagonaux sont a

calculer puisque la matrice finale est
diagonale).

A= IGX +Mg .sz
B= |Gy +Mg 'XG2

C =gz +me.(YG" +%G°)

On assemble les matrices exprimées dans la méme base et au méme point.

%.(bz +02)+2.IGX +2.me g2 0 0
o.(2) = 0 T—S.(ez +b2)+2.IGy +2.mE.xG2 0
0 0 r11—5’.(02+e2)+2.IGZ+2.mE.(y(;2+xGZ)
)
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Q.2. L’ensemble 2 = bras pivotant S + un outil E possede un plan de symétrie (plan (O1,X,V,)) —

A -F O
L’axe (01,7, ) est axe principal d’inertie > D=E=0—15(2)= |(-F B 0
o0 0 Clyy

On décompose en solides élémentaires

v/ N

la matrice d’inertie de la plaque de

Un outil + son porte outil constitue ’ensemble E de centre
centre de gravité O, reste la méme que

de gravité G et sa matrice d’inertie est :

question 1.
lgx O O
IgE)= | 0 Igy O
G 0 0 Igz (bi)

Il faut transporter la matrice d’inertie en O pour faire
I’assemblage.

lo,(E) =1 (E) +1o (Mg —G)

Idem que la question 1 avec F en plus.
F=0+mXxg.Yg

On assemble les matrices exprimées dans la méme base et au méme point.

m 2,2 2
1—2.(b +C )+IGX+mE.yG -Mg . Xg .Y 0
m 2 .12 2
lo,(2) = -Mg . Xg .Y 1—;(e +b )+IGy+mE.xG 0
m
0 0 1—§.(cz+e2)+le+mE.(yGZ+xG2)
Ol

(bD)

09/01/2013 Page 2 sur 8



13 TD Corrigé - Géométrie des masses (matrice d'inertie) CPGE MP

Propriétés inertielles d’un lanceur spatial — Corrigé

Q.1. Recherche des centres de gravité :

®=(C+%)-Z O—Gz'z(c—b+|5).2—a.>”< (Tc33=(c—b+'§)_z+a_>z

Q2. Mi=M+2.m
Recherche du centre de gravité G :

Le systeme possede 2 plans de symétrie perpendlculalres — X6t = Yot =
On utilise ensuite la formule du barycentre Mt.OGt = Zmi .OGi projetée sur I’axe 7 :
i

L |
M. —)+2. —-b+—
(c+2)+ m(c +2)

M,.Zg = D M2 — M,.Zg = M.(c+%)+2.m(c—b+lz) — 7y =

Mt
A 0 O Ars 0 O
Q.3. Solide 1: (@)= 0 AL O SolidesZetS:IGZ(2)=|Gz(3)= 0 Ay O
e \0 0 Ciy Gouc,\ 0 0 Caz)p,
2 2 2
M-R* m-L M- R
M= 12 177
2.2 2 2,2
m-(re=+r°) m-1< | m-(re” +6%)
Aog = + ; Cog =
23 a 1 23 >

Q4. OG, =17,.7 @:(ug).z (TGZ:(c—b+|§).Z—a.>? o_G;Z(c—b+12).2+a.>?

Le systéme possede 2 plans de symétrie perpendiculaires — la matrice est diagonale —

lox 0 0
|O1 (1+ 2+ 3) = 0 |Oly 0
0 0o |
o, )

L

On décompose en solides élementaires

VAN

AL O 0 Az 0 0
Solidel:ig (M= |0 A 0 Solides2et3: Ig (2)=|G3(3)= 0 Ay O
69 O Cip coug\ 0 O C23)p)
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Il faut transporter la matrice d’inertie en G
pour faire I’assemblage.

Ona GG,=G0+0G, =-7.7+(c+ g).z

(Seuls les termes diagonaux sont a calculer
puisque la matrice finale est diagonale).

A0 0
@M= |0 B 0| avec:

Il faut transporter la matrice d’inertie en Gy pour faire
I’assemblage.

Ona GG,=G0+0G,=-27+ (c—b+|§).2—a.7< et

GG,=GO0+0G,=-z.Z7+(c—b +12).Z +axX

(Seuls les termes diagonaux sont a calculer puisque la
matrice finale est diagonale).

A, 0 0 A 0 0
(=] 0 By 0| Ig@)=|0 By O
0 0 Cply, 0 0 Cgjy,

A2:A23+m.(c—b+|§—zt)2:A3
B, = A bl oz ma?-
> = Aoz +m.(C b+§ z;)°+ma“ =Bj

C2 = C23 + m.a2 = C3

On assemble la mes matrices exprimées dans la méme base et au méme point :

A+2.A, 0 0
lo,+2+3)= 0 B+2B, 0
0

09/01/2013
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Inertie d’un vilebrequin

Le vilebrequin posséde 1 plan de symétrie (plan (Gi,x1,z1)) — L’axe (Gy,y,) est axe principal

A 0 -E
d’inertie > D=F=0 — lo,(S)=| 0 B 0
-E 0 C (b1)

Le moment d’inertie par rapport a I’axe (G;, Z )
du cylindre i de masse m, s’écrit :

m. -R.
IGiz/Cyli =C = — 2 :

On exprime le moment d’inertie par rapport a I’axe

(G{, Z) du cylindre i de masse m, qui a pour centre

de gravité G,(a, b, ¢, ). Avecici b,=0

_ 2, 2y 2
I ey, =Yg aop, + M- (2" +b7) = G+ m; -2

m; 'Ri2 m; 'hi2

Résultat analogue pour ’axe (G,, X) IGi‘v =B, = 1 + B

_ 2 2y 2 2
IGl}'J{C‘Vli _IGi}'J'rC‘Vli + mi '(Ci +ai )— Bi+ mi -(ci +ai )

On fait l1a somme des moments d’inertie par rapport aux trois axes

du repére pour les trois cylindres (G, X, ¥, Z )

Gx/g Y I:Ai +m, -(b,’ +ci2)] =Y I:Ai +m, 'ciz:l

IGL";S :Z?=1 I:Bi +m; '(ci2 +ai2):|

IGll;S :Zis=1 [Ci+mi '(ai2+bi2):| = Z?=1 [Ci‘Hni 'aiz]

X
Recherche des produits d’inertie pour le cylindrei :

On les calcule d’abord dans le repére centré en G, ?
I‘vsz}-'lienGi =D, =0 deméme E, =F =0 a
Puis on les calcule dans le repére centreé en G, .

I«"Z;c;-limel :;{i+ m; '){i'ci =0

Lo e Gy :F/‘+ My Cay = W6y
AL

I"'fC;rlimGI :/F"Jr i ){' =0
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Enfin on somme pour chaque produit les produits des trois cylindres
3 _ 53 — 53 .C. -9
I}'ZI'ISBJG-I _Zi=1 |:I}'Z‘;C‘vli BJG'I ) - IZX;SEDGI _Zi=1 |:IZX;Q'li EnGl :I - Zi:l I:mi cl a'I:I
XV :Z?=1 |:I“ -
“/SmGl “/C}_-‘lienG-l_
!!! Bien penser au signe moins devant les produits
Ty [Aiﬂni 'ciz:l 0 -¥i [mi "G 'ai]
IG,.9) = 0 S | Bim (e +a) | 0
3 3 2
=3 .| m,-c -a. 0 | C.4+m. -a.
Zl—ll: i i l] Zl—1|: i i i ] Bl]
09/01/2013
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Rotor d’hélicoptére

Q1. La matrice d’inertie de la plaque P1 de centre de gravité G; est :

m.(az) 0 0
12
6 (P)=| © %.(4@) 0
0 0 m.(a2+4L2) -

Théoréme d’Huygens :

_ ) ~
5 B o
2 2
2
- 2) IR
m /(2 a 2 a
e )*m'(‘) -m [—j L 0
12 2 2

Donc Ia(P) =

g (az) —m(gj-L 0
AP = —m-(gj-l_ g.(m_z) 0
0 0 %( 2+4|_2) o

(x,u,,v,)

Q2. On notera H le rotor constitué des quatre pales identiques. Les pales sont supposées homogenes.
L’axe (A, 7) est axe de symétrie matérielle pour I’hélice ; & tout point M du rotor tel que AM =

——
T + y7 +27,0n peut faire correspondre la point M’ du rotor tel que AM' = -7 — y7 +272.

Cette symétrie impose

D=/yzdm=0 E=/zxdm=0
H H

On peut passer de P; & P, par une rotation d’axe (A4, 7) et d’angle g ; & tout point M, (z,y, 2) de

Py correspond un point Ms (—y, z, 2) de P, par cette rotation. On aura donc

/ rydm = — / zydm
Py P
/ xydm = — / zydm
P3 Py

Et de fagon identique

On a donc F = 0.
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Ainsi, il n’est pas nécessaire de déterminer les produits d’inertie d’une pale dans
somme des produits d’inertie pour les 4 pales (hélice) est nulle.

1

la base (x,y,z), car la

z

%.(az) _m'(%j'l‘ 0
0 0
lay(PD) = YIa(PDY =| cosa “m [%jL %.(49) 0 cosa
-sina )= —— —-sina )= ——
(x,u,v,) (x,u,,v,)
“ 0 0 m (a2+4L2) h
(XU,
—m~(%]-L-COSa
L 0
|Ay(P1)=)7-|A(P1)-)7= cosa g.(4L2)-cosa :%.(4L2)~cosza+%.(a2+4L2)~sin2a
-sina )z ——
(et va) —m.(a2 + 4L2)-sina
3 _——
(x.uvy)
m 2 2.2
| Pp) = —.(4L +a“sin a)
Ay( 1) 3
De méme
-m (g)L sina
0
Iaz(P1) = ZIa(P)-z =| sina %.(4L2) sina =m.(4L2)~sin2a+g.(a2+4L2)-c052a
cosa )c——
(xuv) | m (a2 +4L2) cosa
3 -
(xu,,vy)
Iaz(Pp) = %.(4L2 +a? cos? oc)
m.(az) ? ?
3
Donc ia(P)=| 2 m.(4L2 +a?sin? a) ?
? ? m.(4L2+a200320c) o
(x.y,2)
Z’Tm.(a2 (1+sin? a)+4L2) 0 0
= _ 2-m (2 .2 2
Q3. Donc [Ip(H) = 0 = a‘ - (1+sin“ o)+ 4L 0
0 0 4?m.(4L2+azcoszoc) L
(x.y,2)
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