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Théoréme de I’énergie cinétique
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Exemple de systeme : Rugosimétre

Réel Modele

Moteur 01

Moteur 23
Capteur optique ‘/
MNINY
Exemple d’état de surface mesuré Surface a mesurer

La rugosimétrie est la mesure de [’état de surface des piéces mécaniques. L’ ordre de grandeur des défauts
mesurés est le micron. Cette mesure des états de surfaces est aussi répandue et indispensable que la mesure des
caractéristiques dimensionnelles et géométriques des piéces mécaniques. La mesure de rugosimétrie repose
traditionnellement sur deux éléments distincts : le capteur, qui peut étre mécanique (palpeur) ou optique, et le
traitement du signal (algorithmes informatiques), qui permet de traduire les mesures physiques de base,
produites par le capteur, en données numériques exploitables, représentatives des caractéristiques physiques de
la surface analysee.

23/01/2014 Page 1 sur 8



17 Cours - Théoréme de I'énergie cinétique CPGE MP

1 Théoreme de I'énergie cinétique - Enoncés
1.1 Théoreme de I’énergie cinétique appliqué a un solide

. . _ . dEc
Il existe un repére galiléen Ry tel que pour un solide (S) : Pey_,s/r, = %
Puissance galiléenne des actions Variation par rapport au temps de
mécaniques extérieures appliquées 1’énergie cinétique du solide S par
sur le solide S rapport au repere galiléen

1.2 Théoréme de I’énergie cinétique appliqué a un systéeme de solides
dECZ/Rg

dt
/’
Puissance galiléenne des actions Puissance des actions Variation par rapport au temps de

mécaniques extérieures appliquées  mecaniques intérieures  1’énergie cinétique du systeme de
sur le systéme de solides au systeme de solides X solides X par rapport au repére galiléen

Il existe un repere galiléen Ry tel que pour un systeme () Pext>x/R, *Pint =

1.3 Remarques pratiques concernant la mise en ceuvre du TEC

| Lorsque I’on souhaite obtenir une seule équation scalaire couplant les efforts extérieurs et les
~ - | paramétres cinétiques, ou une seule équation de mouvement (uniquement pour les problémes
@" a une seule mobilité utile), le TEC est plus rapide que le PFD.
En effet, avec le PFD, il faut souvent isoler plusieurs solides et combiner les équations
retenues pour n'en obtenir qu'une au final.

fournies par le PFD. Ce n’est pas une relation scalaire supplémentaire par rapport au

% L’équation scalaire obtenue par le TEC est une relation unique, combinaison des équations
PFD.

.
-
T
-~

v1/_| Dans le cas ol il y a plusieurs mobilités utiles, il est possible de combiner le TEC et le PFD.
_@-a On utilise donc I’équation issue du TEC et une ou plusieurs équations issues du PFD.

~| pas nulles.

@, Le théoréme est difficile a mettre en ceuvre si les puissances intérieures ne sont

Pour utiliser le TEC, on constate donc qu’il est nécessaire :
e de déterminer I'énergie cinétique d'un solide et/ou d'un ensemble de solides ;
e de déterminer les puissances développées par les actions mécaniques appliquées sur le solide
ou le systeme de solides.
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2 Energie cinétique
2.1 Energie cinétique d’un solide
Par définition, I'énergie cinétique d'un solide en mouvement par rapport a un référentiel galiléen Ry

) SN 1 2
s’exprime : Ecgpg :E'”’VP'S/RQ ” dm
s

On démontre que I’énergie cinétique est le comoment du torseur cinématique et du torseur cinetique :

Ecs/rg Z%'{CS/R9}®{€S/RQ}

1 1
ECs/rg = E'VA,S/Rg ‘Re s/rg +E'QS/Rg “OAS/Rg

(I’énergie cinétique est indépendante du point choisi sur les torseurs)

Cas particuliers fréguemment rencontreés :

e Si O estun point fixe dans le mouvement de S/Rg : Ecgrq = %QS,RQ 15(S)-Qs/Rrg

AL/
I

P e Si G centre de gravité de S :

: 1 2 1

ECs/rg = E'm'v\/G,S/Rg “ +50s/Rg *16(S) Os/Rg
e Si S est un point matériel :

1 2
ECs/rg = E'm'”\/G,S/Rg “

2.2 Energie cinétique d’un systéme de solides

L’¢énergie cinétique d’un systéme de solides X par rapport a un référentiel galiléen Ry est la somme des

energies cinétiques par rapport a un reéférentiel galiléen Ry des S; solides :|Ecy/rg = > EcCsi/rg
i
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2.3 Démarche de calcul pour déterminer I’énergie cinétique d’un solide

CPGE MP

Oui

S’agit-il d’un solide ou toute la masse est concentrée en un point P ?

. \ T 2
On en revient a la définition : Ecg /g, :%.mp.”\/P,S,Rg |

Non

A\ 4

Simple

Quelle est la nature du mouvement considéré ?

Complexe

v

v

Mouvement de rotation autour d’un axe fixe (O, X)

En quels points sont données les inerties 7
EnO
y

1 ~2 EnG
ECS/RQ = EIO’)‘(’G

ECs/rg = %.m.”\/G,S,Rg “2 +%'IG,Y<'92

Mouvement de translation

1 2
ECs/rg = E'm'”\/G,S/Rg H

Ou est donnée la matrice d’inertie ?

En O un point fixe de S/Ry Au point G centre
(s’il en existe un) de gravité de S

1
Ecs/rg = EQS/RQ 10(8)-Qs/Rrg

v

En un point A

quelconque
(cas trés rare)

ECs/rg = %'m'"VG,S/Rg ||2 +%'QS/Rg 16 (S)Qs/rg

v

1 1
ECs/rg = E'VA,S/Rg Re s/rg +§-QS/Rg OAS/Rg
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Application au rugosimetre — Objectif : Calculer ’énergie cinétique de I’ensemble ¥~ =1+2+3

Pes — 1

P Pes — 3

Pivot (A, x, )

Hélicoidale (A, xq
Pivot (B, Z,

@ @ AYO Xy

Le rotor 1, de centre de gravité G; tel que E; =—-a.X,, a pour moment d’inertie J1 Selon I’axe (4, X,).
On note ¢ le paramétre angulaire de la liaison pivot de 1/0 tel que ¢ = (YO; yl). Le moteur 01 génére le

mouvement de rotation de 1/0. Le couple moteur appliqué sur 1 est noté C™y_,; =Cy.Xg -
Le coulisseau 2, de centre de gravité G, a pour masse m,. La liaison glissiére de 2/0 a pour parametre
de position x tel que AB = x.X, .
La liaison hélicoidale de 1/2 posséde un pas a droite tel que pas=0,5 mm/tr.
L’ensemble 3, de centre de gravité Gs tel que B—Gg: r.X;, a pour masse ms. On donne la matrice
_ Ag -F3 B3
d’inertie de cet ensemble : I (3)= | -F3 Bz -Ds
6\ Fs D3 Cs
On note 0 le paramétre angulaire de la liaison pivot de 3/2 tel que @ = (X,;X;). Le moteur 23 génére le

mouvement de rotation de 3/2. Le couple moteur appliqué sur 3 est noté C™,_,; =C3.Z,.

Un systeme d’équilibrage (ressort de torsion) permet a la téte optique d’étre horizontale (6 = 0°) en
position de repos, c¢’est-a-dire lorsque le moteur 23 n’est pas alimenté. Ce systéme exerce sur

[’ensemble 3 un couple de rappel noté C",_,5 =C, .Z,.
On considere que toutes les liaisons sont parfaites. L’action mécanique de la pesanteur est telle que

g = _g-yo .
Déterminons Ecy,q = Ecyq +Ecy +EC3)
Mouvement de 1/0 : Rotation autour de l’axe (G1,Z;), le moment d’inertie est donné suivant [’axe de

rotation (A, X,) = Ecyg = %.Jl.('pz

. o 2 )
Mouvement de 2/0 : Translation de direction X, = Ecyq = %.mz.”\/%z,o“ - %.mz.x

2

Mouvement de 3/0 : Quelconque, la matrice d’inertie est donnée en G

Ecz/o = %-m3-”\/e3,3/ouz +%'%-IG3=(3)-%

— . . : S 2 . : DA
avec Vg, 3/0 = XX +1.0.y3 = X.Xg +1.0.(C0S0-yg —sin6-Xp) = ”\/(33,3/0” = X2 +r2.6% - 2%r f.sin6

Q/0G, (3) Q)0 = C3.0?

Donc Ecgjg = %.m3.(>'<2 +12.62 —2>'<.r.E').sin9)+%.C3.é2

D’ou : ECZ/O = ECl/O + ECZ/O + EC3/O = %.Jl.(i)z + :—2L.m2.X2 + %m3(x2 +r 2.62 —2%.r.@.sin 0) + %.Cg.éz
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2.4 Inertie équivalente - masse équivalente

Lorsqu’on détermine littéralement 1’énergie cinétique d’un ensemble de solides qui appartiennent a
une méme chaine cinématique, on peut parfois I’exprimer en fonction d’un seul parametre
cinématique élevé au carre, on fait alors apparaitre un terme en facteur de ce parameétre élevé au carré.

Cas de l’inertie équivalente : Exemple de transmission avec réducteur de vitesse.

Soit 1 la classe d’équivalence correspondant a I’ensemble des Moteur
pieces liées en rotation avec [’arbre moteur (en général rotor @ 0

moteur, accouplement, pignon menant...); 0On note @ la :El'E'l_
vitesse de rotation de [’ensemble 1/0 et J; son moment

d’inertie par rapport a son axe de rotation.
Soit 2 la classe d’équivalence correspondant a I’ensemble des ~ Récepteur
pieces liées en rotation avec [’arbre récepteur (en

général élément récepteur, pignon mené ...); on note w, la A @
vitesse de rotation de [’ensemble 2/0 et J, son moment r7rrt
d’inertie par rapport a son axe de rotation.
Soit k =—2 le rapport de transmission (<1 pour un réducteur de vitesse).
2]
. _ _ 1 2 1 2 _ 1 2 2 2
On a: Ecy,,=Ec,,+Ec,, _E'Jl'wl +§.J2.w2 _E.(J1+J2.k )" — Le terme J, +J,Kk"est

appelé « inertie équivalente ramenée a ’arbre moteur », de cette chaine cinématique.

Remarque : Si on exprimait [’énergie cinétique en fonction de a»p, on trouverait « ’inertie équivalente
P &g q q

;s ; 1
ramenée a ’arbre récepteur » : F.Jl +J,

Cas de la masse équivalente : Exemple d’un systeme pignon-crémaillere
Si le parametre cinématique en fonction duquel I’énergie cinétique est exprimée, est la vitesse d’un
solide qui est en translation, alors on parle de « masse équivalente ».

Rayon primitif du pignon : R
on prim e

K4 | \

, A :
- N (moteur) — pj
I gnon
Ligne de ———— fj;_‘_._},_ ~u

P [
référence \ i /
[

Crémaillére

Soit 1 la classe d’équivalence correspondant a [’ensemble des piéces liées en rotation avec [’arbre
moteur, on note @, la vitesse de rotation de [’ensemble 1/0 et J, son moment d’inertie par rapport a
son axe de rotation.

Soit 2 la classe d’équivalence correspondant a [’ensemble des pieces liées a la crémaillére de masse
totale M.

Expression de la vitesse de la crémaillére : V, =R.ay

. 1 1 N
D’ou - Ecy,, = Ec,,, + EC,)q =§.Jl.a)12 +§.|\/|2.\/22 — Ecy)p = E'(R_12+ M, )V,

J . A . . A
Le terme R—12+ M, est appelé «masse équivalente ramenée au récepteur » de cette chaine

cinématique.
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3 Puissances

3.1 Puissance galiléenne d’une action mécanique extérieure sur un solide
La puissance galiléenne d’une action mécanique extérieure sur un solide S par rapport a un repere

galileen Ry est le comoment entre le torseur d’action mécanique de cette action mécanique et le torseur
cinématique :

Fext—>sIRg = {Fext>s } ®{Cs/rg |

fpext—>S/Rg =Rext s 'VA,S/Rg + MA,ext—>S 'QS/Rg

| Cas particuliers fréquemment rencontrés :

NS o) . r .

:@: o Cas d’une force exterieure appliquée en un point A : % ,s/rg = Fext s "Vas/rg
e Cas d’un couple extérieur appliquée en un point A : 74 ,5/rg = Caexts *2s/Rg

% La puissance extérieure est une puissance scalaire, elle dépend du repere de référence Ry,

M

| Dans le cas ou le bati est fixe par rapport a Rq et si les liaisons avec le bati sont parfaites, la
_@f puissance développée par les actions mécaniques de liaison du bati sur le systéme isolé est
nulle.

~/ | S P, /rg > 0, I'action mécanique est motrice. Si 7, s/py < 0, ’action mécanique est
- réceptrice.

Application au rugosimetre

Objectif : Calculer les puissances extérieures de |’ensemble ¥ =1+ 2+3

Si on isole ’ensemble £ =1+2+3, on retrouve deux éléments extérieurs développant une puissance
non nulle : 2™ 10 et Fes 310 -

pres—ﬂlo = Rpes—>1 'Vel,JJO =0 car VGl,JJO =0
T oes—210 =Rpes—s2 Vg, 210 =0 car Rpes»2 1 Vg, 2/0

Fpes—310 = Rpes—»3 *V,,3/0 = —M3.9-¥g - (XX +1.0Y3) = -mg.g.r.0.cos 6
Po—10={Fo1} ®{Cyo} =0 car liaison parfaite et bati fixe.

Po—210=1{Fo_s2} ®{Cz/0} =0 car liaison parfaite et bati fixe.

PMo00=C"a051-Quo =Cr-Xg - -% = Cr.d
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3.2 Puissance des actions mécaniques intérieures - Rendement
La puissance des actions mécaniques intérieures entre un solide S; et un solide S; est le comoment entre
le torseur d’action mécanique de S; sur S; et le torseur cinématique de S; par rapporta S; :

It = Tsiosj = Tsinsjirg +5jsilRg = {FSi—>Sj}®{CSj/Si} = {FSj—>Si}®{CSi/Sj}

Iint = Rsisj Vasjrsi +Ma siss) - Qsj/si

>

/Attention aux indices, ils sont permutés : S; — S; et S;/ S; |

-
e

La puissance des actions mécaniques intérieures ne dépend pas du repere de référence Ry.

A/
Y

-
S

W/
F1N

Dans le cas d’une |liaison parfaite 7,5, =0.

-
e

I/
Y

La puissance des actions mécaniques intérieures est une puissance dissipée 7 ,.;<0.

i©Sj

Dans certains problémes, la puissance perdue dans un mécanisme est donnée par le
rendement 7, de ce mécanisme.

Wy Puissance . Puissance en sortie
3@’5 en entrée Systeme

Puissance dissipéee

La puissance 7, est une quantité positive, les puissances 75 et 7y sont des quantités négatives.

Ona |?e T RN =o| et 5| [Ja=Ze--D).
e

Application au rugosimetre

Obijectif : Calculer les puissances intérieures de ['ensemble ¥ =1+ 2+3

Si on isole I’ensemble X =1+ 2+3, on retrouve deux éléments intérieurs développant une puissance
nonnulle : ™M, 5 et 2, 5.

Proo=Pos3 =0 car liaisons parfaites

g 0 0.7, )

f)m293={':m2»3}®{c3/2} = {C - }® { . }=C3.9
B B

Ploesz= {Fr2—>3} ®{Cz/p} = ] {Cr.”
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