17 TD Corrigé - Théoreme de I'énergie cinétique CPGE MP

Motorisation d’un treuil

1. Ce mécanisme comporte 5 solides et 6 liaisons et on trace
le graphe des liaisons.

2 € 3
P | Pivot
& | Engrenage
C C | Cable
®
5

On reconnait dans ce graphe deux chaines fermées de type
« pivot — pivot — engrenage », pour lesquelles on sait trouver
une relation entre les vitesses de rotation au niveau des liaisons
de type pivot.

w41 AT 3]

Zy
@31 Z, w3y Z3

On en déduit I’expression du rapport de transmission

W4 ZyZ,y

Wy LyplZy

Pour la chaine ouverte 4 — 5, on fait I’hypothése que le mou-
vement de la charge suspendue par rapport au biti est une trans-

lation suivant y;. On admet alors la relation élémentaire

Us; = +Rwy
On obtient en définitive comme loi entrée-sortie

YAV A
L2y

vs; = +R O3}

2. On décrit le systéme X comme un ensemble de solides in-
déformables et I’énergie cinétique totale est la somme des éner-
gles cinétiques €évaluées pour chacun des solides

5
E(E/l):ZE(i/l)
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Il y a quatre termes a calculer, pour lesquels on exploite les re-
lations cinématiques précédentes :

» |’arbre moteur 2 est en rotation autour d’un axe immobile dans
le repere 1 ;

1
ﬂyn=§h@l

» I’arbre intermédiaire 3 est en rotation autour d’un axe immo-
bile dans le repére 1 ;

1 1 Z\*
E(3/1) = 513 w%l = E.Jrg (Z—;) (u%l

* le tambour 4 est en rotation autour d’un axe immobile dans
le repere 1 ;

1 1 (ZuZy\* ,
EG4/D)=-Jyo; = =Jy | =——

* la charge 5 est en mouvement de translation par rapport au

bati 1.

1 1 ZuZ\>

On en déduit I’expression générale de I’énergie cinétique
E(Z/1) =

1 Z\’ 23422)2 5 (23422)2 )
|+ h|l—) +th|o— | + MR | — w
2|\ (232) ) (23224 7327, 21

Jeg

Cette expression montre I’intérét de poser immédiatement J,4

le moment d’inertie équivalent a I’ensemble des pieces mobiles,
ramené a |’arbre moteur. Ce moment ne dépend que de para-
metres d’inertie et géométriques. L’ énergie cinétique s’ exprime
alors simplement

1
E(Z/1) = Ejeqw%l

23/01/2014

CPGE MP

Page 2 sur 12
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3. Le biti 1 est assimilé a un repére galiléen et on exprime le
théoréme de 1I’énergie cinétique appliqué au mouvement % /1

d _
—E(Z/1) = Z Pg(E—i)+ Z P (k<>i)

k=i

On dénombre tout d’abord les termes concernant la puissance
galiléenne des actions mécaniques extérieures a X :

* les trois liaisons de type pivot avec le bati, supposées sans frot-
tement ;

Pg(1—2) =0
Pg(1—-3)=0
Pg(l—4)=0

* la pesanteur sur chacun des quatre solides :

— les centres de masse G2, G3 et G4 sont respectivement sur
les axes de rotation des mouvements 2/1,3/1 et4/1 ;

Pg(p—2)=0
Pg(p—3)=0
Pg(p—4)=0

— la charge 5 est en mouvement de translation rectiligne sui-
vant y;.

Pg(p—35)=—Mgvs
* le couple moteur exercé par le stator sur le rotor.

Pg(m—2) = Cpwy

On dénombre ensuire les termes concernant la puissance des
interefforts :

* les transmissions par engrenage sont supposées sans frotte-
ment ;

P2<3) =0
P(3<4) =0

* la transmission par c@ble est supposée ne pas dissiper d’éner-
gie.

P(4<5) =0
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On somme tous ces termes en mettant @, en facteur et on dé-
rive I’énergie cinétique pour arriver a I’expression

. VAIVA)
J, =|C,, — MgR
eq 2121 ( m g 23224) W71

La simplification du terme w»; est possible et I’expression fi-
nale du couple moteur est :

VAYVA)

” 224

+ Jeq d’ZI

S —
(a) (&)

4. Le couple moteur est la somme de deux composantes :

* le terme (a) représente le couple moteur nécessaire pour le
maintien de I’équilibre ;

* le terme (b) représente le couple supplémentaire a fournir pour
accélérer le mouvement.

5. Le phénomene de frottement est pris en compte au niveau
de la liaison entre le tambour 4 et le bati 1 :

* le calcul de I’énergie cinétique n’est pas modifi€ ;

* pour le calcul de la puissance, seul le terme Pg(1 — 4) esta
reprendre.

Comme on n’est plus dans un cas élémentaire, il est utile de
détailler le calcul a faire a partir de I’expression générale de la
puissance galiléenne de I’action mécanique 1 — 4

Pg(l->4)=F(1—-4)®@VH4/1)
On s’intéresse aux torseurs :
* le torseur cinématique est inchanggé ;

Wy X

vam = . {0

* le torseur des actions mécaniques transmissibles par la liai-
son évolue. Il comporte maintenant six composantes non nulles
et on caractérise celle qui est due au frottement

R(1—4)
1-4)= { - - .
Fa—=>4 M(Gs,1—4), avec M(Ga,1 —4).51= —pwa;
L’expression a prendre en compte pour la puissance est alors
Pg(l—4) = —uw?,

On en déduit la nouvelle expression issue de I’application du
théoréme de 1’énergie cinétique

VAYVA .
Cm = chtat (MgR+#(')2])+Jeqw?.l
23224
~~ ——
(@) ®

L’interprétation des deux termes reste inchangée.
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Retourneur

{}1. La bobine est un cylindre creaw:, la matr ce d'inertle est obtenue en « soustmEyant « le cylindre intédeur du
cylindre plein. On connaltt la matrice d'inertle d'un cylindre plein (annexe A.1.2) ce qul pemmet d'écrine ol

gy (Bob) = F. (Caler) —#Gy (Cint)
Ay 0 D0 Ap 0 0
=| 0 EI' [} | +| 0 EF u]
00 A;lce 0 0 Aplcs
(T (mma)
aVED .
R: K 1 2 h* 1
A =MF|TE+EI|. BP:E h{FHl-" Ar_h{rl_-'-ﬁll E‘=E M;Rﬁ
En posant p pour la masse volumique de la bobine,
Mg =p-m-h (B3 B
B B}k
"l.E—"l._p—.l’l.r—h{p|—+El— r|T+EI|
B #? L
= 2| 3
ﬂ.a_p:ltR,h|4+u pnﬂ"hl,-1+12,|
4_pd
- r: . MpR:-R K
= { 2 _ i
hp=pom-h +pom-h le% Rf-'“TRﬁ—RE b1z
‘RE+RE 20 B2 +R2
Ap=Mp “d r+E|d.emE-meEE =My “2 !

z Moment d'inertie de I'ensemble E ={retoumeur , bobine] par rapport & (0, ).

lo, 5 () =153 (Bl + g 5 (K
lo, 5 (B) =1y, 53 (B) + My - ¥5 = Ap + My - ¥j (théoréme de Huygens)
B2 +R2

(4

. hz I
lo, 5 (B)=Mg | ———+ =+ 1|

Re+R g2 )
: "'+h—+1-'a|+};
i 12 -

Io, 5 (£)= Mg

3 Inventalre des actlons appliquées sur I'ensemble E.
- Lepolds dela bobine |, | = ]"M%;E*":"

leg'
— le polds du retourneur | &gt = J_M&;E’zﬂl .
-1 la t |<H_: - I=| _"I_ .
& cotple moteur | % m_p G531 g
£ o
~ la hatson pivot entre le bat et le retoumenr (o, t= 1Y M _
% M| vraios)
(7317

(4. LensembileE = fRe tourne wr + Bobine) est en rotation par rapport & 1'axe (0, %) fixe dans le epére gallléen
(&g = o). L'énergle cinétique galiléenne est donc:

RZ+RS
4

Eoxjatg = 5 -logg E)-67= 1M

2 +%+_}§I|+AI|[E]-E|3.
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CPGE MP

5. Pulssance des efforts extérieurs sur cet ensemble,

PlI_,LllgE.I=P|E—rEIIHE|+FIIE'—-'I|.'§E-I icm-ni@g) * Plo~Risg)
_|Mpegem| | B | _ '
Ple—miag =) g IGH"I}'H l[Gn_—Mn-m--:-:-s.E-B
I A TR I R S——
Plg-mistg) = | (o= lomB-3[ g, = IR 0S8 !

| 1655 _
P|E.u1—-Fh'ﬂ_g| 1Cm -"ﬁ:u[ 'I'l _I:I'. |’ —Cm'g'

o 0
X o0 b o
Pio~miag =¥ M e{0 0 _a
Z Nlo 0 oo
) (%% %)
P|I-1J.ai'g|=':”"E‘I.MB'J‘E.+ME-}~H.--:.:E.E|.E|

(6. Déterminer, & partlr du théoréme de I'énergle cinétlque, I'équation différentlelle du mouvement.

3 | Berimg | = FI|1'—-.r_.'._,;+gl +Fynel
]D.-ﬂiE]E ' =Cm.ﬂ_|h‘[n._1,-9 +MI| 'J-"E]'L"Z'EE-E

H,+EF
|Mn|

.
+E+_1§ |+A| H=Cm—Mg-yp+Mpg-ypl-cosd
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Manege
1. violr la figure 4.13
0z -
surl - lepolds: ':d]’.g—rl}= ]I_mT;r'Mll '
[
X La
- lalalsonLy, |5, =4 M, .
1 0 ?I..]
- le couplke développé par les enfants
(eraat =t ]
Co2—11 7 |-Cp T yp
sar2 — lepolds: |, = | =My 2ol .
IRy z} | o [ 4
X Lz
- EUEEDHLLE:!ELq_z;: 1{2 ME
Lz 0 )y FiGune 4.13 - Graphe de structure
- le couple développé par les enfants
=) |
e

=2l TG E [y
()3 Le systéme posside 2 mobilités, la rotation du platean 1 par rapport 4 0, et la rotation de la nacelle 2 par
rapport & 1. Il faut donc écrre 2 dguatlons Indépendantes pour déterminer les équations de mouvement

Q4.

Théoréme du moment dynamique en projection sur Iaxe (0,Z5) appliqué & l'ensemble {1,2} : pas de
composants pour le moment subvant (0, Z5) pour la Ualson Ly

Théoréme dumoment dynamique en projection sur I'axe (A, Z5 ) appliqué au solide 1 : pas de composante
pour le moment sulvant (&, Z5) pour la Haison Lyz;

Théoréme de I'énergle cinétique appliqué al'ensemble $1,2} : Halsons Ly et Ly, parfaltes;

Théoréme de I'énergle cinétlque applqué au solide 1.

05

001,20 = 00,100+ 00,260
G0 =1 wlo- 5

. . e
OO0 zi0 =04 3/ + 04 n Mz Viezio

" —
'TA.E-'-:-=[2"J-‘:-::-'E- m=ﬂ'f;9t Vigezio = @ty - ¥

P =k b -
Tozin=lz W Zg+a -y Ad-Mz -7

To2i0= |l -tz + @ My g

l:l'glulz}.'.;.=|]z-l'.uz|:|+|:ﬂa-r:ril:-;+]|_:|-l’.|.l|_|:|:| ‘0

On =salt gque en O polnt fixe dans le repére galiléan ona

< d

& - _cr—i-

1z = | P04zt .
— :
ﬁc‘-llﬂﬂﬂ'zﬂ:E_I_[z'u'2'3'+l_#?‘-m3+[1|-ua;..;.|
E"!Il.l:l.ah'-:-'?-:-=I:]z-'ti-*2'3'+|:ﬂz-rr:|3+]l:|-ml,3,:|
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6. Moment dynamique en projection (0, Z5)

bo1rzpeZo=Mop, 1120
or Icl
e s e
Mop—na f=0 car | 0R-1E=0 Mop_zE=0
Ferr—{1,21 %0 = P .
o | Moo~ E6=0Nason plvotd'axe (0, Z5)

La moment dynamique est done mulen projection subvant 25, on peut, en intégrant, déterminer le moment
cinétlque a une constante prés

801,20 F0 =10
E-:r '| Ep=0
dt O41zho o o=
d . [ g
T |Iz-wao+| 4" mz +11|-wo|| =0
|:[z-u.'lz|:|+|#2-ma+[]|-u.'l:|n:||=ﬁ
La constante d'intégration est déterminés a I'instant inltal :

".I.l|_|:|[I' =|:|]=|:|

K=o
l'.l.lzﬂ[f =|:|]=|:|

Iy g+ | @% Mg+ 1y | rtigg =0

7. En déduire la relation donnant wag et wyg, en fonction de wey 1, 12, ms et a.

Iz
r‘-: i ] - = W
Lz - (g +uiyg) + |87 Wiz +1; [-wgp =10 O v a mzaly
| = a 1
I o .
[z-u.wz.;.+|_ﬂ -m3+[]|-[u.12,:.—u_12]]=|:| wap mz+ 11 o

T

(6. Appliquez le théoréme de I'énergle cinétlgque 4 'ensemble {1,2}, domnez la relation Hant le couple Cp et way.

d T 1
@ _qu.E}"E_g |= FIEI—'H.EHE_gl +Pini
Pul=sance des efforts intédeurs

Pingyz =P 1—zim + Picg -2
FID-].E 1=2In= o [UBJEEIH. L]z ]:EIEJ[E‘]

: |
Piﬂe.l—-znl=II’a.-L:“'{""rn::e.L—-z|'=, o

Pingy zp =0 -wizg
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Pulssance des efforts extédeurs

1-j| Laf—{L2N®g) = P|P;|—-1-'ﬂ3| + F|F'3—-z.lai'3 |+ P|Lm,|:.-.1.'as|
Pip—umy) =% Pipp—oimy)=0 o Pl o ym,)=0
P ia-nanag) ="

La pulssance des efforts extérleurs est donc nulle
Energle cinétique

Bey apiag = Eeyymy +Ecarag

Er].-._qE = % 1y -Luf,:, {Solide en rotation par rapport & un axe five dans 6€;)

1 ) 1| wzg - Z0 | jmz-n:-tum-}_'ﬂ
Ec =< Pl @ ¥l =5 =
20y =7 2l ®1%20i = 37 . W'-ﬁl.t | Ia-iizg Ty [ﬁ
1 z 3 ]
=3 | s "'-|-'|_|:|+[2'u"'§:|_|
1 1 2} 2
E-:'{L.zh'-i.g=E'|_[:I'"-’?-:-+""z'ﬂ2'“-’§-:-+]z'“-’§:-|=E'I.lll"'mz"’ .I'""":'?'Z""]E'wa':'l
. 2
1 . Iz * o[ at mas]y i
= . ] +m g‘z + | ——————— i +] |——
2 |.| 1+ Mg-a | l.]_z+ﬂa'mz+[] E'-_l 2 I I3+ a2 mp +1 EI'II l

. - . 2
M+mz-a® B Iz-[a® my+]]
Ll L a2,

1
_E'| 2, 12 z, 12
il +a-ma+1° (La+a2-mp+])
1 h+mzea)dz

- —— i
2 La+at ma+l, =L

Finalement le théoréme de 'énergle cinétque penmet de déterminer la relatlon entre C, et wgy .

d

3 | Benatiaty | =P (impanag) + PPt
Iy +m-a8] .1z )
L+ a2 mg+1 Uiz -tz etz

Iy +mg-af) .1
+'WEL =C|:.
Iz+a=-mz+1y

5l on suppose que pendant la phase d'accélération, le conple foumi par les enfants est constant alors, en
Intégmnt cette mlation, on obtlent la lol d'@moluton de lavitesse way .

I +a® mz+], _

W = _
21(f) (Ii+me-a®) la
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Barriére de parking

() 1a. Barmrlére type A
On isole, labarrlére, on applique le théoréme du moment dynamique en O en projecton sur I'axe (0, 37,
La bardére est soumise :

- &son polds, -:3”-: ]I‘M;_:;E' el

|
- au couple moteur , |5

G,
N
[ Tel ] ]Cﬁ.'i[-.,-p

X 0O
- &l'actlon de Nalsom (Matson plvot d'axe (0, 3] !.suf,:,__L} =iY M
£ Nlo
T2

TMD

o ¥=0Ga-M.g- F). T +Cq+0
S0 ¥ =—La-M. g .oosf+ Cy

en 0 point fize, on peut dcrine

——

R d
B, = |EIJD'”D| aves l:rDI].-.;.=%i1i-ﬂ]D
a

Matrice d'inertle en G d'une bard éme (supposé flaine],

S |
N |MJLT§ o o
Hplll=) 0 0 ]
Lo o wi
(*.Fiml
et en O en appliguant le théorém e de Huypzens,
.]_1 X ; ]_.E
-+ 0 0 My 0 0
Jn[1]=JG[1]+M&| 0o 2 |=| i 0 Dz
L
|. o0 11.| |. 0 ] M,.,-;‘a.l

o
(®.FT)
, L2 — L2
cequl donne T g = Mg~ 83 puls g - = Ma - -8
Ce quil permet d'écrire I'équation différentlelle du mowsement de la bardére

LE
MA?"' ==Ly My goosb+Cy
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{1b. Bardére type B

Le mécanisme est constitué de 4 solides, et est mohile
d'ordre m= L

1l est préfémble dans ce cas, d'utlliser le théoréme de
I'énergle clnétique pour obtenir une elatlon entre le coupls
moteur Cp |, le polds (Py et Pa) et les paramétres du mouwe
ImEnt.,

Nous allons 1soler toutes les pléces mobiles E= 1,2, 3}

Théoréme de I'énergle cinétl que
3 Eegra|=P +Pin
dr R = ez ) g

- Eixjo=Eepg + Ecapn, masse et inertle de 3 négli geable,

- Eeya=1 {700 ® ¥ ) = 11 (1)-82, lesolide (1) esten mtation par rapport 4 1'axe (0, ¥) et d'apris

Jn'u|
Jn]:nremlére étude, on =salt que Iglll= MEEEE

B
- Boopg = E ME L‘-': 8% car le solide (2) est en tmnslation par rapport au epére asoctd an sol donc
_,l I _ |Mp- 1'-G;i:z.l-:-l v Ve o e Vo = Ly B 5
{ 2"'2'I ]"'"G;:z.lnl o I z.'-:-} | TGy.2i0= ] G Gpzzin= ¥A=2/o= LB 1

- Pimiz =0, lalsons Jntemea parfaltes,
P|I—-1 i) = Ppy—1ia) + Ppa— 2io) + Piog—1i) + Pio— 1= 100) + Pio—a—aia)-

=8 | [-Mp-g-F| 1
- Pp— = . e =—aMp-Lp-A- i
(P1—1i0) |"'"GleLJ-:|=:l'LE'E"IL|G ﬂ'] o IG] zilp-Lp-H-cos
Hz.' = | J Mp-g- 7
- Pp,— @ = —fp-Lg-8.cos6
By—2inl = |Vggezin=Le 6.5 [Gl ] [gl BB

- Piog—10)=Ca- i
= Pig— 1— iy = 0t Pig—a—a/0y = 0, en effet ces deux alsons sant parfattes.
Finalement le théoréme de |'énergle cinétique devient :

d

dt

TR
7 Mag 6

d .1 . .
+—| MpL§ - EIE| Cp-8-Mp Lp-B-cosB-Mp-Lp. B-cosh
4 3 = . 9 .
Eh‘[g-LHE-E=C]-E|—EME-LE-E-L'DEE
4 . 3
EME'LEE—CH_EMH'LE'E":':'EE
Oz AvecMa=2-Mp=2-MetLy=2-Lg=2-L, les dewx relations deviennent ;

2

L 8
C&=M,-,?"‘-EI+L;,-M;L-3-':-:-EE =EM-L2-EI+:1-M-L-5--:-:-EE
Cp= oMy 12+ 2 Mg Lg - cos@ = M 124 2 M L.g.cosB

B=3 e-Lp 7Mp-Lp =3 3 £

4 P |
::,,-::E=3M-L2-EI+E-M-L-g-mse

8l on suppos: la vitesse constante dans le quadrant 8= [0, 3], 8= 0 alors Cy = Cg, pour le dewdéme type, le
couple moteur est done Inférleur.
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